由两道模拟题引起的对圆锥曲线性质的思考
常州市田家炳高级中学 徐颖 213000
最近笔者在圆锥曲线章节，发现了两个很有意思的解析几何题，对题中的相关结论作了一般性的分析探究，得到了圆锥曲线的一组性质，在此与大家分享.




试题1:已知椭圆过点为椭圆上任意一点，椭圆在点



处的切线与直线和右准线分别交于点.



求证：当点在椭圆上移动时，(为椭圆的离心率)



探究1：题中涉及椭圆在任意点处的切线，过右焦点且与轴垂直的直线，椭圆的右准线.在给学生讲解了以上问题后，笔者大胆猜测该结论是否对任意椭圆都成立？于是进行了认真地思考，并用几何画板进行探究. 下面就以焦点在轴上的椭圆方程为例进行验证.至于椭圆上某点处的切线方程，利用导数的工具给出，方便简洁.
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)性质1：已知椭圆，为椭圆上任意一点，椭圆在点处的切线与直线和右准线分别交于点.求证：当点在椭圆上移动时，(为椭圆的离心率)






 (
图
1
)证明：若考虑上半椭圆的方程




而在点处的切线的斜率为,故切线方程为

化简得


若同理可得切线方程为


若切线方程也满足上式.



综上，以椭圆上一点为切点的切线方程是

将切线方程与分别联立：



解得，



解得，



而




故即
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)性质2：如图2，已知双曲线，为双曲线上



任意一点，双曲线在点处的切线与直线和右准线



分别交于点.求证：当点在双曲线上移动时，

(为双曲线的离心率)


探究2：因为椭圆和双曲线都是双焦点，双准线的对称图形，从上述证明过程和结论来看，右焦点不变，如果换成左焦点与轴垂直的直线和左准线，结论依旧成立.对于圆锥曲线家族中的“抛物线”而言，它有一个焦点，一条准线，对称性不是那么完美，那结论又如何呢？








 (
y
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)性质3：如图3，已知抛物线，为抛物线上任意一点，抛物线在点处的切线与直线和准线分别交于点.求证：当点在抛物线上移动时，



证明：当位于抛物线的上半支，则设切点



 (
图
3
)切线的斜率


故切线方程为即




解得解得


即


位于抛物线的下半支时同理可证. 故
综上，我们得到了圆锥曲线的一个重要的性质：










性质4：任意圆锥曲线为上任意一点，曲线在点处的切线与过焦点的垂直于轴的直线交于与相应的准线交于,当点在上移动时,都有

（为圆锥曲线的离心率）.
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)试题2：如图4，在平面直角坐标系中，椭圆的离心率为直线与椭圆相交于两点，是椭圆上异于的两点，且相交于直线相交于连接


(1)求；(2)求证：直线的斜率为定值.
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)答案：(1) (2) 
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 (
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探究3：如果将本题的椭圆看作是圆，会有怎样的结论？










如图5，是圆的直径，是圆上异于的两点，且相交于点相交于点则有






(理由：是圆的直径，故即为三角形的垂心，由三角形三条高交于一点可得)




探究4：在圆中，直线与直径垂直.在椭圆和双曲线中与又有什么联系呢？
















性质5：在平面直角坐标系中，椭圆，直线与椭圆相交于两点， 是椭圆上异于的两点（在同侧），且相交于直线相交于连接则直线的斜率为定值.




证明：设所在的直线方程为当


①当斜率都存在时，设



两式相减得即



即即

故.（1）


同理，即

.（2）


故



②当中有斜率不存在时，不妨设不存在，故



由上可知， 即

故

综上，直线的斜率为定值.
















性质6：如图6，在平面直角坐标系中，双曲线，直线与双曲线相交于两点， 是双曲线上异于的两点（在同侧），且相交于直线相交于连接则直线的斜率为定值（证明方法与上述椭圆类似）
一道高考解析几何试题的命题背景可能就是圆锥曲线的一个性质定理的特殊情况，如果我们掌握了定理的原理，也就把握了试题的本质.在平时的教学过程中，对一些典型的试题，我们可以引导学生深入探究试题背后的知识背景，挖掘问题的本质，这样才能真正找到解决问题的方法，并且能举一反三，学会用更广阔的视角去看待数学问题.
作者简介：徐颖，硕士研究生，任教于常州市田家炳高级中学，中学一级教师，获得：常州市信息化教学能手二等奖，卡西欧杯论文二等奖，常州中学数学教育年会论文一等奖，常州市导学优秀教师，校教坛新秀，校评优课一等奖等.
通讯地址：常州市天宁区吊桥路2号 田家炳高级中学 213000，
联系电话 18015027882，邮箱：764459101@qq.com


	
oleObject2.bin

oleObject58.bin

image37.wmf
x


oleObject59.bin

image38.wmf
2

2(0)

ypxp

=>


oleObject60.bin

oleObject61.bin

oleObject62.bin

image39.wmf
2

p

x

=


oleObject63.bin

image40.wmf
:

2

p

lx

=-


image3.wmf
P


oleObject64.bin

oleObject65.bin

oleObject66.bin

image41.wmf
.

MFNF

=


oleObject67.bin

image42.wmf
P


oleObject68.bin

image43.wmf
2,

ypx

=


oleObject69.bin

image44.wmf
2

0

0

(,),

2

y

Py

p


oleObject3.bin

oleObject70.bin

image45.wmf
11

'(2)'2,

2

ypxp

x

==´


oleObject71.bin

image46.wmf
2

0

2

0

0

2

1

'(),

22

2

p

y

p

kf

py

y

p

===


oleObject72.bin

image47.wmf
2

0

0

0

(),

2

y

p

yxy

yp

=-+


oleObject73.bin

image48.wmf
0

0

.

2

y

p

yx

y

=+


oleObject74.bin

image49.wmf
0

0

,

2

,

2

y

p

yx

y

p

x

ì

=+

ï

ï

í

ï

=

ï

î


oleObject4.bin

oleObject75.bin

image50.wmf
22

0

0

(.);

22

py

p

M

y

+


oleObject76.bin

image51.wmf
0

0

,

2

,

2

y

p

yx

y

p

x

ì

=+

ï

ï

í

ï

=-

ï

î


oleObject77.bin

image52.wmf
22

0

0

(.);

22

py

p

M

y

-

-

-


oleObject78.bin

image53.wmf
22

2

0

42224

2

000

22

22242224

22

0

000

0

()

22

1,

42

()

2

py

yppypy

MF

py

NFpyppypy

p

y

+

+++

===

-

+-++

+


oleObject79.bin

image54.wmf
1.

MF

NF

=


image4.wmf
xc

=


oleObject80.bin

oleObject81.bin

oleObject82.bin

image55.wmf
,

W


oleObject83.bin

image56.wmf
P


oleObject84.bin

image57.wmf
W


oleObject85.bin

oleObject86.bin

oleObject5.bin

image58.wmf
x


oleObject87.bin

image59.wmf
,

M


oleObject88.bin

image60.wmf
N


oleObject89.bin

oleObject90.bin

image61.wmf
W


oleObject91.bin

image62.wmf
.

MF

e

NF

=


image5.wmf
2

x

=


oleObject92.bin

image63.wmf
e


oleObject93.bin

image64.wmf
xOy


oleObject94.bin

image65.wmf
22

22

1(0)

xy

Eab

ab

+=>>

：


oleObject95.bin

image66.wmf
2

,

2


oleObject96.bin

image67.wmf
1

:

2

lyx

=


oleObject6.bin

oleObject97.bin

image68.wmf
E


oleObject98.bin

image69.wmf
,

AB


oleObject99.bin

image70.wmf
25,

AB

=


oleObject100.bin

image71.wmf
,

CD


oleObject101.bin

oleObject102.bin

image6.wmf
,

MN


oleObject103.bin

image72.wmf
,

ACBD


oleObject104.bin

image73.wmf
,

M


oleObject105.bin

image74.wmf
,

ADBC


oleObject106.bin

image75.wmf
,

N


oleObject107.bin

image76.wmf
.

MN


oleObject7.bin

oleObject108.bin

image77.wmf
,

ab


oleObject109.bin

image78.wmf
MN


oleObject110.bin

image79.wmf
6,3.

ab

==


oleObject111.bin

image80.wmf
1.

MN

k

=-


oleObject112.bin

image81.wmf
AB


oleObject8.bin

oleObject113.bin

image82.wmf
O


oleObject114.bin

image83.wmf
,

CD


oleObject115.bin

oleObject116.bin

image84.wmf
,

AB


oleObject117.bin

image85.wmf
,

ACBD


oleObject118.bin

image7.wmf
MF

e

NF

=


image86.wmf
,

M


oleObject119.bin

image87.wmf
,

BCAD


oleObject120.bin

image88.wmf
,

N


oleObject121.bin

image89.wmf
.

MNAB

^


oleObject122.bin

oleObject123.bin

oleObject124.bin

oleObject9.bin

image90.wmf
,,

ADMBBCAM

^^


oleObject125.bin

image91.wmf
N


oleObject126.bin

image92.wmf
AMB


oleObject127.bin

oleObject128.bin

image93.wmf
MN


oleObject129.bin

oleObject130.bin

image8.wmf
e


image94.wmf
MN

k


oleObject131.bin

image95.wmf
AB

k


oleObject132.bin

oleObject133.bin

oleObject134.bin

image96.wmf
:(0)

lykxk

=¹


oleObject135.bin

oleObject136.bin

oleObject137.bin

oleObject10.bin

oleObject138.bin

oleObject139.bin

oleObject140.bin

image97.wmf
,

AB


oleObject141.bin

oleObject142.bin

oleObject143.bin

oleObject144.bin

oleObject145.bin

image98.wmf
,

MN


image9.wmf
F


oleObject146.bin

oleObject147.bin

image99.wmf
2

2

.

b

ak

-


oleObject148.bin

image100.wmf
AB


oleObject149.bin

image101.wmf
,(0),

ykxk

=¹


oleObject150.bin

image102.wmf
0000

(,),(,),

AxyBxy

--


oleObject151.bin

oleObject11.bin

image103.wmf
(,),(,),

mmnn

MxyNxy


oleObject152.bin

image104.wmf
,,,

ACBDADBC


oleObject153.bin

image105.wmf
11

(,),(,),(,),

mmnn

CxyMxyNxy


oleObject154.bin

image106.wmf
222222

00

222222

11

,

,

bxayab

bxayab

ì

+=

ï

í

+=

ï

î


oleObject155.bin

image107.wmf
22

2

10

222

10

,

yy

b

xxa

-

=-

-


oleObject156.bin

image10.wmf
x


image108.wmf
2

1010

2

1010

,

yyyy

b

xxxxa

-+

×=-

-+


oleObject157.bin

image109.wmf
2

2

,

ACBC

b

kk

a

×=-


oleObject158.bin

image110.wmf
2

2

,

AMBN

b

kk

a

×=-


oleObject159.bin

image111.wmf
2

00

2

00

,

mn

mn

yyyy

b

xxxxa

-+

×=-

-+


oleObject160.bin

image112.wmf
2

22

000000

2

()

mnmnmnmn

b

yyyyyyyxxxxxxx

a

+--=-+--


oleObject161.bin

oleObject12.bin

image113.wmf
2

2

MBAN

b

kk

a

×=-


oleObject162.bin

image114.wmf
2

00

2

00

,

mn

mn

yyyy

b

xxxxa

+-

×=-

+-


oleObject163.bin

image115.wmf
2

22

000000

2

()

mnmnmnmn

b

yyyyyyyxxxxxxx

a

-+-=--+-


oleObject164.bin

image116.wmf
2

00

2

2()2(),

mnmn

b

yyyxxx

a

-=-×-


oleObject165.bin

image117.wmf
2

2

0

2

2

0

2

.

2

mn

NM

mn

b

x

yy

b

a

k

xxyak

-×

-

===-

-


oleObject166.bin

oleObject13.bin

oleObject167.bin

image118.wmf
BD

k


oleObject168.bin

image119.wmf
000

(,),(,),

m

DxyMxy

--


oleObject169.bin

image120.wmf
01110

(,),(,),,

n

NxyCxyxx

¹±


oleObject170.bin

oleObject171.bin

image121.wmf
2

00

2

00

2

,

2

m

n

yyy

b

xxxa

-

×=-

-+


oleObject172.bin

image11.wmf
22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>


image122.wmf
22

00

22

00

.

()

m

MN

n

yyx

bb

k

xxayak

-

==-×=-

-+


oleObject173.bin

oleObject174.bin

oleObject175.bin

image123.wmf
22

22

1(0)

xy

Eab

ab

-=>>

：


oleObject176.bin

oleObject177.bin

oleObject178.bin

oleObject179.bin

oleObject180.bin

oleObject14.bin

oleObject181.bin

oleObject182.bin

oleObject183.bin

oleObject184.bin

oleObject185.bin

oleObject186.bin

oleObject187.bin

oleObject188.bin

oleObject189.bin

image124.wmf
2

2

.

b

ak


oleObject15.bin

oleObject190.bin

oleObject16.bin

oleObject17.bin

image12.wmf
2

:

a

lx

c

=


oleObject18.bin

oleObject19.bin

oleObject20.bin

oleObject21.bin

oleObject22.bin

image13.wmf
0

0,

y

>


oleObject23.bin

image14.wmf
22

,

b

yax

a

=-


oleObject24.bin

image15.wmf
2222

12

',

2

bxbx

y

aa

axax

-

=×=-

--


oleObject25.bin

image16.wmf
00

(,)

Pxy


oleObject26.bin

image17.wmf
2

00

0

2

22

0

0

'()

xbx

b

fx

aay

ax

=-=-

-


oleObject27.bin

image18.wmf
2

0

00

2

0

()

bx

yyxx

ay

-=--


oleObject28.bin

image19.wmf
00

22

1.

xxyy

ab

+=


oleObject29.bin

image20.wmf
0

0,

y

<


oleObject30.bin

oleObject31.bin

image21.wmf
0

0,

y

=


oleObject32.bin

image22.wmf
0

xx

=


oleObject33.bin

oleObject34.bin

oleObject35.bin

oleObject36.bin

image23.wmf
2

,

a

xcx

c

==


oleObject37.bin

image24.wmf
00

22

1,

,

xxyy

ab

xc

ì

+=

ï

í

ï

=

î


oleObject38.bin

image25.wmf
2

0

2

0

(1)

cx

b

y

ya

=-


image1.wmf
22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>


oleObject39.bin

image26.wmf
22

0

2

0

()

(,)

bacx

Mc

ya

-


oleObject40.bin

image27.wmf
00

22

2

1,

,

xxyy

ab

a

x

c

ì

+=

ï

ï

í

ï

=

ï

î


oleObject41.bin

image28.wmf
2

0

0

(1)

x

b

y

yc

=-


oleObject42.bin

image29.wmf
2

2

0

0

()

(,)

bcx

a

N

cyc

-


oleObject43.bin

image30.wmf
22

2

0

2

2

0

2

2

22

0

0

2

42

22

0

0

2422

2

4

00

42222

2

4

22

0000

0

22222

0

22

22

0

4222222

00

()

()

()

()

()()

()

()

()

()()

(1)()

()

()

bacx

ya

MF

bcx

a

NF

c

cyc

bacx

acx

yaacx

c

a

bcxycxx

b

a

bcx

cycca

acx

ca

ababxacx

-

=

-

-+

-

-

-

===´

-+-

+-+-

-

=´

-+-


oleObject1.bin

oleObject44.bin

image31.wmf
222222222222222

00000

()=+2

babxacxbabxacacxax

-+---+


oleObject45.bin

image32.wmf
222222222

000

()2()()

abxacxabcacx

=--++=-


oleObject46.bin

image33.wmf
2

2

2

(),

MFc

NFa

=


oleObject47.bin

image34.wmf
.

MF

e

NF

=


oleObject48.bin

image35.wmf
22

22

1(0)

xy

ab

ab

-=>>


image2.wmf
(0,1),


oleObject49.bin

oleObject50.bin

oleObject51.bin

oleObject52.bin

oleObject53.bin

oleObject54.bin

oleObject55.bin

oleObject56.bin

oleObject57.bin

image36.wmf
F


